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Множество графовых моделей программ 
(опорные точки) 

n 

… 

… 1 

2 

n 

… 

… 1 

2 

1 

2 

1 

2 

Информационная история 

Операционная история Граф управления 

Информационный граф 
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Компактные модели Истории 
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Какое отношение выбрать  
для описания свойств программ? 
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Исполнять только  
последовательно ! 

Можно исполнять 
параллельно ! 

x(i) 

y(i) 

y(i) 

Информационная структура – это основа анализа свойств 
программ и алгоритмов. 

Информационная зависимость определяет критерий 
эквивалентности преобразований программ. 

Информационная независимость определяет ресурс 
параллелизма программы. 



Аргументы для выбора степени компактности модели: 

• компактность описания, 

• информативность, 

• сложность построения. 

От компактных до историй: что выбрать  
для описания свойств программ? 

(компактные +) 

(истории +) 

(компактные +) 

Граф алгоритма – это параметризованная 
информационная история: 

• компактность описания за счет параметризации, 
• имеет информативность истории, 
• разработана методика построения графа алгоритма по 
исходному тексту программ. 



Исходная программа 

Общая схема анализа и преобразования  
структуры программ 

Построение графа 
алгоритма  

Преобразование 
графа алгоритма  

Исследование графа 
алгоритма  

Преобразованная программа 



Do i = 1, n 

    Do j = 1, n 

    A(i,j) = 0 

      Do k = 1, n 

          A(i,j) = A(i,j) + B(i,k)*C(k,j) 

Программы и их графы алгоритма 
(умножение матриц) 
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Как описать ресурс параллелизма 

программ и алгоритмов? 



Как определить и сделать понятным ресурс параллелизма в 
графе алгоритма (в программе, в алгоритме) ? 
 

Ярусно-параллельная форма 

графа алгоритма 
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Ярусно-параллельная форма 

графа алгоритма 
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Ярусно-параллельная форма 

графа алгоритма 
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ярусы 

- начальная вершина каждой дуги расположена на ярусе с номером 
меньшим, чем номер яруса конечной вершины, 

- между вершинами, расположенными на одном ярусе, не может 
быть дуг. 
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Ярусно-параллельная форма 

графа алгоритма 
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Высота ЯПФ – это число ярусов, 

Ширина яруса – число вершин, расположенных на ярусе, 

Ширина ЯПФ – это максимальная ширина ярусов в ЯПФ. 

Высота ярусно-параллельной формы - это сложность 
параллельной реализации алгоритма/программы. 



Ярусно-параллельная форма графа 

алгоритма определяется неоднозначно 
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Каноническая ярусно-параллельная форма 

графа алгоритма 
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Ярусно-параллельная форма называется канонической, если у любой 
вершины, кроме вершин первого яруса, есть входная дуга, идущая с 
предыдущего яруса. 
 
Высота канонической ЯПФ = длине критического пути + 1. 
 
Критический путь в ориентированном ациклическом графе – это путь максимальной длины. 



Каноническая ЯПФ и степень параллелизма 
(каков у фрагмента ресурс параллелизма?) 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i][j–1] + C[i][j]*x; 

Чему, согласно закону Амдала, равно максимальное 
ускорение, которое можно получить при исполнении 
данного фрагмента на параллельной вычислительной 
системе? 

S ≤  
1 

 +  
(1 – ) 

p 

Закон Амдала: 

где: 
 – доля последовательных операций, 
p – число процессоров в системе. 



Каноническая ЯПФ и степень параллелизма 
(каков у фрагмента ресурс параллелизма?) 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i][j–1] + C[i][j]*x; 
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Какого рода параллелизм  

встречается в программах? 



параллелизм 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

конечный массовый 

Конечный параллелизм определяется информационной 
независимостью некоторых фрагментов в тексте 
программы. 

Массовый параллелизм определяется 
информационной независимостью итераций циклов 
программы. 



Конечный параллелизм. 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

cout << "N=" << N << endl; 

cycleTestWithUnroll_KJI("k"); 

cycleTestWithUnroll_KJI("j"); 

cycleTestWithUnroll_KJI("i"); 

cycleTestWithUnroll_KJI_3("k"); 

cycleTestWithUnroll_KJI_3("j"); 

cycleTestWithUnroll_KJI_3("i"); 

cycleTest("j,i,k"); 

cycleTest("i,k,j"); 

cycleTest("k,j,i"); 

cycleTest("i,j,k"); 

cycleTest("k,i,j"); 

cycleTest("j,k,i"); 

float ***a12=new float**[N]; 

for (i=0;i<N;i++) { 

    a12[i]=new float*[N]; 

    for (j=0;j<N;j++) { 

        a12[i][j]=new float[N]; 

        for (k=0;k<N;k++) { 

            a12[i][j][k]=(float)1/(i+j+k+1); 

        } 

    } 

} 

for (i=1;i<N;i++) 

    for (j=1;j<N;j++) 

        for (k=1;k<N;k++) { 

            testee[i][k] = testee[i][k] + S[k]*A[k][j][i] + P[i][j]*A[k][j][i-1] + 

                P[i][k]*A[k][j-1][i] + P[j][k]*A[k-1][j][i]; 

        } 

… 
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Массовый параллелизм. 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    A[i] = B[i] + C[i]*x; 
  n 

… 



параллелизм 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

конечный массовый 

координатный скошенный 



Координатный параллелизм. 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i][j–1] + C[i][j]*x; 

#pragma omp parallel for 
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Координатный параллелизм. 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

Утверждение: для того чтобы цикл был параллельным 

необходимо и достаточно, чтобы для любой тройки 

графа алгоритма данного цикла включение               

было верным, где  

     — это многогранник из тройки, 

     = {f1 = i1, 

i1 — это параметр анализируемого цикла, 

f1 — это первая компонента векторной функции Fi из 

тройки. 

ii G

i

iG



Скошенный параллелизм. 

Виды параллелизма  

в алгоритмах и программах 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i][j–1] + A[i-1][j]*x; 
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Исходная программа 

Эквивалентные преобразования программ 

Построение 
графа алгоритма  

Преобразование 
графа алгоритма  

Исследование 
графа алгоритма  

Преобразованная программа 



s = 0.0; 

for ( i = 0; i < n; ++i ) 

    s = s + A[ i ]; 

Эквивалентные преобразования программ 
(суммирование элементов массива) 

Чисто последовательный алгоритм. Что делать? Не использовать суммирования на параллельных 

вычислительных системах?  Невозможно… 
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Эквивалентные преобразования программ 
(суммирование элементов массива) 

В данном случае это не есть эквивалентное преобразование! Использовано два разных метода с разной 

информационной структурой, разной параллельной сложностью, разными ошибками округления… 
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Исполнять только  

последовательно ! 

x(i) 

y(i) 

y(i) 

Информационная зависимость определяет критерий 
эквивалентности преобразований программ. 

Информационная независимость определяет ресурс 
параллелизма программы. 

Эквивалентные преобразования программ 



Эквивалентные преобразования 

программ на практике… 



Элементарные преобразования циклов 

for( i = 0; i < n; ++i) 

Перестановка циклов. 
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    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i-1][j] + C[i][j]*x; 
#pragma omp parallel for 



Элементарные преобразования циклов 
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Перестановка циклов. 

A[i][j] = A[i–1][j] + C[i][j]*x; 

for( i = 0; i < n; ++i)  

for( j = 0; j < m; ++j) 
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#pragma omp parallel for 



Элементарные преобразования циклов 

Всегда ли перестановка циклов 
является эквивалентным 
преобразованием? 

for( i = 0; i < n; ++i) 

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i+c1][j+c2] + C[i][j]*x; 
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1 

for( i = 0; i < n; ++i) 

    for( j = 0; j < m; ++j) 

        A[i][j] = A[i–1][j+1] + C[i][j]*x; 



Элементарные преобразования циклов 

Распределение циклов. 

for( i = 1; i < n; ++i) { 

    A[i] = A[i–1]*p + q; 

    C[i] = (A[i] + B[i–1])*s; 

    B[i] = (A[i] – B[i])*t; 

} 
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Элементарные преобразования циклов 

Распределение циклов. 

for( i = 1; i < n; ++i) { 

    A[i] = A[i–1]*p + q;         

    C[i] = (A[i] + B[i–1])*s;   

    B[i] = (A[i] – B[i])*t;        

} 

… 

… 

… 
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Элементарные преобразования циклов 

Распределение циклов. 

for( i = 1; i < n; ++i) { 

    A[i] = A[i–1]*p + q;         

    C[i] = (A[i] + B[i–1])*s;   

    B[i] = (A[i] – B[i])*t;        

} 
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Утверждение: для того чтобы можно было выполнить распределение цикла 

необходимо и достаточно, чтобы распределяемые части находились в разных 

компонентах сильной связности информационного графа тела данного цикла. 



Элементарные преобразования циклов 

Распределение циклов. 

for( i = 1; i < n; ++i) { 

    A[i] = A[i–1]*p + q;         

    C[i] = (A[i] + B[i–1])*s;   

    B[i] = (A[i] – B[i])*t;        

} 

for( i = 1; i < n; ++i)  

    A[i] = A[i–1]*p + q;  

 

for( i = 1; i < n; ++i)  

    B[i] = (A[i] – B[i])*t; 

 

for( i = 1; i < n; ++i)  

    C[i] = (A[i] + B[i–1])*s;        

#pragma omp parallel for 

#pragma omp parallel for 



Элементарные преобразования циклов 

Расщепление циклов. 

for( i = 501; i <= 2000; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 



Элементарные преобразования циклов 

Расщепление циклов. 

for( i = 501; i <= 2000; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 

… … 
501 1001 1501 



Элементарные преобразования циклов 

Расщепление циклов. 

for( i = 501; i <= 2000; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 

500 

… 

for( i = 501; i <= 1000; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 

 

for( i = 1001; i <= 1500; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 

 

for( i = 1501; i <= 2000; ++i)  

    A[i] = A[i] + A[i–500]; 

#pragma omp parallel for 

#pragma omp parallel for 

#pragma omp parallel for 



Эквивалентно ли преобразование? 

for( i = 0; i < n; ++i)  

    D[i] = D[i] * F[i]; 

if( m == 3 )  

    for( i = 0; i < n; ++i) 

        R[i] = P[i] + D[i]; 

else 

     for( i = 0; i < n; ++i) 

        R[i] = Q[i] – D[i]; 

 

 

if( m == 3 )  

    for( i = 0; i < n; ++i) 

        R[i] = P[i] + D[i] * F[i]; 

else 

     for( i = 0; i < n; ++i) 

        R[i] = Q[i] – D[i] * F[i]; 

Эквивалентные преобразования программ 



Означает ли малый размер программы  

простоту ее информационной структуры? 



 

DO  i = 1, n 

        DO j = 1, n 

  U( i + j ) = U( 2*n – i – j + 1)*q + p 

        EndDO 

EndDO 

Простой пример… 
(последовательный вариант) 



j

i

Информационная структура примера… 



Ярусно-параллельная форма примера… 



 

DO  i = 1, n 

       DO  j = 1, n – i 

  U( i + j ) = U( 2*n – i – j + 1)*q + p 

        End DO 

        DO j = n – i + 1, n 

  U( i + j ) = U( 2*n – i – j + 1)*q + p 

        End DO 

End DO 

Параллельный цикл ! 

Параллельный цикл ! 

Совсем не простой пример… 
(параллельный вариант) 



Вспомним прошлые лекции… 

 

Почему, говоря о решении задач  

на параллельных компьютерах,  

мы разделяем этапы  

“Метод” и “Алгоритм” ? 



Решение задачи на компьютере 

Задача 

Метод 

Алгоритм 

Технологии 
программирования 

Программа 

Системное ПО 

Компьютер 
(миллионы, миллиарды…) 

Предметная сторона Компьютерная сторона 



Рассмотрим решение  

верхней треугольной системы  

методом Гаусса… 



Решение СЛАУ: от метода к алгоритму 
(информационная структура) 

  
do i = n, 1, -1 

   s = 0 

   do j = i+1, n 

      s = s + A(i,j)*x(j) 

   end do 

   x(i) = (b(i) - s)/A(i,i) 

end do 

x(i) = (b(i) - s)/A(i,i)

s = s + A(i,j)*x(j)

Схема программы: 

Критический путь графа алгоритма проходит через все вершины, следовательно  

такую программу нет смысла исполнять на параллельной вычислительной системе! 



С точки зрения метода Гаусса  
не имеет никакого значения,  

в каком порядке выполнять итерации  
внутреннего цикла по j (суммирование) 

 
Изменим в программе только этот порядок  
и определим информационную структуру. 

 



  

s = s + A(i,j)*x(j)

x(i) = (b(i) - s)/A(i,i)

do i = n, 1, -1 

   s = 0 

   do j = n, i+1, -1 

      s = s + A(i,j)*x(j) 

   end do 

   x(i) = (b(i) - s)/A(i,i) 

end do 

Решение СЛАУ: от метода к алгоритму 
(информационная структура) 

Схема программы: 

Критический путь графа 

алгоритма имеет длину o(n), 

следовательно данная  

программа обладает хорошим 

ресурсом параллелизма! 



AlgoWiki 

http://AlgoWiki-Project.org 



Предварительные объявления о зачете… 

• Электронное тестирование пройдет 15-го декабря в 14:35, пароли 
будут высланы старостам групп. 

• Консультация по курсу состоится 12 декабря, суббота, в 14 часов. 
Ссылку вышлем дополнительно. 

• Итоги по конкурсу изображений, выступлениям в формате стенд-ап и 
выполнению практических заданий будут подведены к 12 декабря. 

• Список вопросов к зачету опубликован на https://parallel.ru/vmk20 

• Устные зачеты (экзамены) – 24 и 28 декабря с 10:00, расписание по 
группам и ссылки будут высланы позже. Необходима включенная камера 
на стороне студентов и преподавателей. 



Заявлены три выступления в формате стенд-ап, 10 минут на каждое 
выступление: 
1. Черкасов Владислав, 416 группа. Как суперкомпьютер справляется с приземлёнными задачами? 
2. Раева Анастасия, 412 группа. Суперкомпьютеры и их применение. 
3. Гринев Тимофей, 416 группа. Введение в теорию суперлюдей (пародия на теорию суперкомпьютеров) 

Стенд-ап (стендап, stand up) по теме курса 
“Суперкомпьютеры и параллельная обработка данных” 
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